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RESUMO

Neste trabalho foi apresentada a solucdo de problemas difusivos transientes em
células de combustivel nuclear retangulares que apresentam fontes de geracao
de calor uniformes e propriedades termofisicas variaveis em seu dominio
submetidas as condi¢bes de contorno de Dirichlet. Para facilitar o tratamento
analitico, a equacao da difuséo foi linearizada fazendo uso da Transformada de
Kirchhoff sobre o potencial temperatura. Para a determinagéo da distribuicdo da
temperatura na célula de combustivel a Técnica da Transformada Integral
Generalizada (TTIG) foi utilizada sobre a equacao da difusdo no dominio. Os
parametros fisicos de interesse foram determinados para diversas razfes de
aspecto. Os resultados obtidos foram comparados com os da solugdo pela
Técnica de Volumes Finitos utilizando o software comercial ANSYS™,
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ABSTRACT
Transient diffusion problems solution were presented in this work considering
cylindrical fuel cells with rectangular cross-section with uniformly distributed
sources and variable thermophysical properties in its domain submitted to
Dirichlet boundary conditions. In order to facilitate the analytical treatment, the
diffusion equation has been linearized by Kirchhoff Transform application in a
temperature potential. To obtain the distribution of the temperature in the fuel cell
the Generalized Integral Transform Technique (GITT) was used onto the diffusion
equation in the domain of the cell. Interesting physical parameters have been
evaluated for several cylinder aspect ratios. The results obtained have been
compared with finite volume solution obtained by commercial software ANSYS™.
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1. INTRODUCAO

As células de combustivel em reatores nucleares de poténcia apresentam
dimensdes reduzidas e liberam altas taxas de energia térmica proveniente da reacdo de
fissdo nuclear do elemento fissil [1]. Do ponto de vista econdmico, uma maior eficiéncia na
transferéncia da energia gerada pelo elemento fissil para o fluido de trabalho, possibilita a
construcdo de reatores de menores dimensdes, bem como o estabelecimento de um
inventario menor de combustivel nuclear [2]. Dessa forma, entre os diversos fatores que
influenciam o processo de transferéncia de calor, as dimensdes geométricas e o formato
desses elementos desempenham um papel preponderante [3].

Diante da necessidade de solu¢cdo mais precisa para modelos fisicos realisticos é
imperativo o continuo desenvolvimento de novas metodologias que possa contemplar, por
exemplo, o acoplamento entre as equag6es de conservagéo, a ndo-linearidade das relacdes
constitutivas, processos com mudanca de fase, a presenca de contornos com geometria
ndo-regular, problemas com fronteiras méveis, condigbes de contorno ndo-lineares, entre
outros [4]-[16].

Neste contexto, técnicas hibridas analitico-numéricas vém ganhando destaque em
diversas éareas de interesse da Engenharia, por garantirem maior confiabilidade dos
resultados por elas obtidos. Em particular, a Técnica da Transformada Integral
Generalizada — TTIG [17], € uma ferramenta com estas caracteristicas e vem demonstrando
ser poderosa e eficiente na solucdo de problemas de transferéncia de calor e massa, 0s
quais, geralmente, nao possuem solucdo pelas técnicas analiticas classicas.

Neste sentido, o presente trabalho apresenta a solu¢cdo de problemas difusivos
transientes com fontes de geracdo de calor uniformemente distribuidas em células
cilindricas de secao transversal retangular e que utilizam o diéxido de uranio, UO,, como
combustivel. Para esta andlise, foram consideradas propriedades termofisicas variaveis,
perfil de temperatura inicial uniforme e condi¢g&o de contorno de Dirichlet. Devido a natureza
ndo-linear da equacdo da difusdo do problema proposto, a Técnica da Transformada de
Kirchhoff foi aplicada para a linearizacdo do termo difusivo da equacgdo da energia. Feito
isso, a equacdo da energia resultante foi resolvida através da aplicacdo da TTIG e a
evolugdo da distribuicdo de temperatura foi determinada utilizando-se corretamente as
féormulas de inversdo de todas as transformacdes efetuadas. Os parametros fisicos de
interesse para diversos formatos retangulares foram, entdo, calculados e comparados,
quando possivel, com os resultados obtidos humericamente através da Técnica de Volumes

Finitos com o auxilio do software comercial ANSYS™.



2. FORMULACAO MATEMATICA

Conforme proposto, foi estabelecido que o termo-fonte no problema fisico estudado
é uniformemente distribuido na pastilha de combustivel. N&o foi tratada aqui a transferéncia
de calor na camisa e na folga camisa-pastilha. Toda a andlise foi feita somente para o
problema difusivo no material fissil. Como a variagdo da temperatura periférica da camisa é
relativamente desprezivel quando comparada com a magnitude das variacbes de
temperatura presentes em toda a célula, foi prescrito aqui a condicdo de temperatura
constante no contorno da pastilha (condi¢do de contorno de Dirichlet). A equacéo da difusdo

no dominio £ e contorno I, é expressa por:

aT (x,y,t)

V.k(T)VT(x,y,t)+d”’:pcp(T)T, {(xy)e@, t>0}, (1)
T(xy.t)=T,. {(xy)el, t>0}, 2)
T(xy,0)=T, =T,, {(xy)e@ t>0}. (3)

sendo que k(T) é a condutividade térmica do material, p € a massa especifica do material,

"

co(T) € o calor especifico do material e q” representa o termo-fonte, Tp € a temperatura da

superficie da pastilha e T representa a condi¢éo de temperatura inicial do problema.

2.1. Linearizacdo da Equacéo da Difuséo
Para facilitar o procedimento analitico, a equagédo da difusdo foi adequadamente

linearizada através da aplicacdo da Transformada de Kirchhoff[18] sobre o potencial T(x,y,t):

20 * i_ 1 aT*(X,y,t)
VAT (x,y,t)+k0—a(_l_*) e {(xy)e@, t>0}, (4)

TP
T;(x,y,t):kijk(T')dT'zT;, {(xy)el, t>0}, (5)
OTO
T (xy.0)=T; =T, . {(xy)e@ t>0}, (6)

com, a (T*) =k (T*) / p ¢y (T*) e T*(X,y,t). Os parametros T,* e Ti* séo, respectivamente, 0s

potenciais temperatura de contorno e inicial transformados.
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2.2. Adimensionalizacdo da Equacdo da Energia
Na sua forma adimensional, a equacdo da difusdo e as condi¢cfes iniciais e de
contorno, (1), (2) e (3), sdo reescritas como:

v%(x,v,ﬂu:%, {(X.Y)eQ, >0}, (7)
O(X.Y,r)=6,=0, {(XY)erl, >0}, (8)
0(X.Y,00=6=0, {(X)Y)en}, (9)

com:
T D P2 A

sendo que L representa um comprimento de referéncia, As representa a area da secao
transversal e Per o perimetro. Para o presente problema, foi admitido desprezivel os efeitos
de segunda ordem referente a variacdo local de 7 com a difusividade térmica na
transformacgdo temporal de t para 7. Para caracterizar as diversas possibilidades de

geometrias retangulares empregou-se 0 parametro razdo de aspecto Paspec EXPresso por:
Paspec = L. (11)

Os parametros geométricos de interesse sao visualizados na FIGURA 1. Pode ser
observado a simetria em relagdo ao eixo X e ao eixo Y de forma que é suficiente considerar

somente o dominio em um quadrante conforme destacado pela regido sombreada.
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Figura 1. Geometria proposta para o problema.



Neste contexto, para o dominio compreendido em um quadrante, a equacdo da
difuséo e as condigdes iniciais e de contorno sédo dadas por:

&%0(X.Y,7) . ?0(X.Y,7) g 20(XY.7)

X2 oY? or
{0< X <I/Lgt, 0<Y <L/Lg, 7>0} (12)
O(X.Y,0)=0, {0<X<Lg, O0<Y <L/l (13)
20(XY,7)
—217=0, {X=0, 0<Y<l/Lg, 7>0}; (14)
oX
20(X.Y,7)
——217=0, {0<X<l/Lg, Y=0 7>0}. (15)
oY
O(XY,7)=0, {X=I/Lg, O0<Y<L/Lg, >0}, (16)
O(XY,7)=0, {0<X<l/Lg, Y=L/Lg, >0}, (17)

2.3. Aplicagdo da TTIG

Os perfis de temperatura caracteristicos do problema proposto foram obtidos a
partir da aplicagdo da Técnica da Transformada Integral Generalizada (TTIG) sobre sua
equacdo caracteristica. Devido a sua propriedade bidimensional, o potencial &X,Y,7) foi
escrito em termos de uma expansdo em autofuncdes normalizadas obtidas de problemas
auxiliares de autovalor para cada coordenada espacial [19]. Portanto, a aplicacdo da TTIG,
para cada um dos problemas propostos, foi feita em partes. Considere o seguinte problema

auxiliar de autovalor:

dzl//(X)

X7 +1Py(X)=0, {0<X<I/Lg |, (18)

'/’,(0)=01 l//(l/l—ref):o . (19)
Os autovalores e as autofuncfes associados a este problema séo:

L =%, wi(X)=cos(z X), i=123.. (20)



As autofuncdes acima séo ortogonais e permitem o desenvolvimento do seguinte

par transformada-inversa:

I/Lref
0;(Y.7)= j Ki (X)O(X.Y,z)dX , transformada; (21)

0
Q(X,Y,T)ZiKi(X)éi (Y,z), inversa. (22)

i=1

sendo que éi(Y,r) € o potencial transformado em X e Ki(X) sdo as autofuncdes

normalizadas:

I/Lref
wi (X I
Ki (X) = % i i =
|

(23)

Efetuando o produto interno das autofun¢des normalizadas Ki (X) com a equacao
da difusdo e fazendo uso das condicdes de contorno dadas por (14), (15), (16) e (17) e da
equacao que define o problema auxiliar de autovalor, (18), obtém-se que:

o ) 5=

;Aﬂ(Y)WJrMZé (Y,r):%(\(z’rhci (Y), i=123.. (24)
l/Lref I/Lref

0 0

Para proceder a Transformacdo Integral relativa a coordenada Y, considere o

seguinte problema de autovalor:

M +224(Y)=0, {0<Y <L/Lg); (26)

#'(0)=0, ¢(L/Les)=0". (27)
Os autovalores e as autofuncdes para este novo problema auxiliar séo:

_(2m-1)x _ _
Ay = T ¢ (Y)=cos(4,Y), m=123. (28)



As autofungdes ¢, (Y ) sédo ortogonais e permitem o desenvolvimento do seguinte

par transformada-inversa:

- L/ Lref I/ Lref
Oim(7)= j J Ki (X)Zy (Y)O(X,Y,z)dXdY , transformada; (29)
o o

D

0(XY.1)=3 3K, (X) Zn(¥)

i=1m=1

im (), inversa. (30)

sendo que, Zn (Y) séo as autofungdes normalizadas e sédo dadas por:

Y L/Lref
Zn(Y)= ‘T\';l(/z), M, = j ¢§‘(Y)dY=2|I__f (31)
m 0 re

sendo que, M sdo as integrais de normalizagéo.

A Transformacédo Integral sobre a coordenada Y é feita efetuando-se o produto
interno das autofunc¢des normalizadas Zn(Y) com a equacédo diferencial transformada na
coordenada X. Feito isso, fazendo uso das condi¢gbes de contorno e das propriedades de

ortogonalidade das autofuncdes correspondentes ao problema auxiliar de autovalor em Y,

obtém-se a seguinte relacéo para o potencial transformado ém (r) :

i iBijmanidLT(T)‘l'[ﬂiz‘}—ﬂnzq}ém (T)+Dim:0, i,m:l,2,3... (32)
n=1 j=1
L/ Lref |/ Lref L/ Lref
Bimn = | Zn(Y)Za(V)A (Y)Y = [ [ Ki(X)K;(X)Zy (Y)Zy(Y)dY X, (33)
0 0 0
L/ Lref |/ Lref L/ Lref
Dim== | Zn(Y)C(Y)dY == [ [ Ki(X)Zp(Y)dY X . (34)
0 0 0

gue deve satisfazer a condi¢do inicial transformada, que € dada por:

~ I/ Lref L/ Lref
Om(0)= [ [ Ki(X)Zn(Y)G(XY)dYdX . (35)
0 0



O potencial transformado 6, (7) pode ser obtido numericamente truncando-se a

expansao para uma dada ordem M e N:
MO N d§ T
>, 2. Bimn —gnr( )+[ﬂi2 + 7]

n=l j=1

O (7)+ Dy =0 . (36)

O potencial temperatura 6(X,Y,r) é obtido, entdo, através da férmula de inverséo

dada por:

D

G(X,Y,r)zi i Ki (X)Zm (Y) O (7). (37)

i=1 m=1

Obviamente, quanto maior N e M maior sera a precisdo dos resultados, sendo que,
do ponto de vista computacional, o duplo somatério poderia ser resolvido como proposto por
[20], permitindo a reducgédo deste custo através do reordenamento dos termos e substituicdo
por um somatério simples. No entanto, pela simplicidade do problema em questao, isso hao

se faz necessario.

2.4. Parametros Fisicos de Interesse
2.4.1. Constante de Tempo

Para a analise dos problemas em questdo é conveniente que se estabeleca um
parametro apropriado capaz de verificar o comportamento difusivo transiente em fung¢éo da

raz8o de aspecto. Para tal, foi definida a fungdo potencial temperatura normalizada

6y (X,Y,7) em termos da temperatura maxima do dominio no regime permanente, 6,4 ():

_ H(X,Y,T)

Omax () .

(38)

Consequentemente a esta definicdo, o potencial normalizado maximo e médio que

ocorre no dominio, para um dado instante z, sdo dados por:

Omed (Tmed )
Omed ()

Omax (7) = G () Omed (7) =

Omax (OO) ’

(39)

De (25), pode ser observado que o potencial 6y s (7) estard compreendido no
intervalo [0,1]. D, define-se a constante de tempo = foi definida como sendo o parametro

que determina o tempo necessario para que a temperatura 6y ma (7) esteja a 1/e do seu
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valor em regime permanente, ou seja,

Hméx(fméx)_ 1)
m—[l e}—0,63212. (40)

2.4.2. Temperatura média

A temperatura média no dominio em um dado instante r é dada por:

T 4 X,Y, —T L/Lref I/Lref
eméd(r)=[ e ,T) p]k=ij9(x,y,r)dA=i j j 0(X,Y,7)dXdY . (41)
L2 m AS AS
ref 0 A 0 0

3. RESULTADOS E DISCUSSAO

Os coeficientes Bimn € Dim, Necessarios para o célculo do potencial transformado

8

L, foram obtidos a partir de integragéo pelo Método de Quadratura de Gauss. Para
consisténcia na formulacdo numérica, os valores das autofuncdes foram também calculados
nos pontos de quadratura. Este potencial transformado foi calculado resolvendo-se o
sistema de EDO, com o auxilio da rotina computacional DIVPAG da Biblioteca IMSL Fortran
[21]. Foi observado que a convergéncia da série que determina o potencial temperatura fica
mais lenta no inicio do transiente (z < 0,01), principalmente quando a razdo de aspecto
tende a 1. Para estes casos foi necessario truncar a série que determina o potencial
temperatura 6 (X,Y,r) em uma ordem N, M superior a 25 termos para obtencdo de um
minimo de 4 digitos de precisdo. A medida que r aumentava, foi observado que a série
convergia com um nimero bem menor de termos.

Apoés este procedimento, utilizando-se corretamente das férmulas de inversdo de
todas as transformacdes efetuadas, os resultados dimensionais para a célula de UO:
especificada foram obtidos considerando-se as propriedades termofisicas variaveis. A
condutividade térmica [22] e o calor especifico [23], que variam devido as grandes variacdes

de temperatura a que esta submetido o material fissil, foram dados respectivamente, por:

k(T) _ 4040 +0,0132 e000188T | (42)
464 +T
Cp(T)=C,+2¢,0+3c;0° +4¢,0° +5¢5 0" —c, 07, (43)



sendo que, ambas as propriedades termofisicas sdo dadas no SI, ® = T/1000, T é a
temperatura termodinamica absoluta [K]; ¢1 = 193,2380 , ¢, = 162,8647 , ¢c3 = —104,0014
C4 = 29,2056 , cs =-1,9507 e cs = 2,6441.

A TABELA 1 apresenta as condicfes iniciais e de contorno para o0 problema
estudado, além do valor do termo-fonte. A taxa de geracdo calor foi determinada de forma
que o nivel de temperatura no centro da célula atingisse, em regime permanente, valores

tipicos que sdo da ordem de 1.800 K.

Tabela 1. Parametros Térmicos e Geométricos da pastilha de UO; estudada.

Parametro Simbolo  Magnitude  Unidade
Temperatura na condicéo inicial T 700 K
Temperatura na condi¢céo de contorno To 700 K
Termo-Fonte q” 580 MW
Area da sec&o da pastilha do reator PWR Apast 78,5 mm?

A FIGURA 2 ilustra o comportamento da distribuicdo da temperatura na célula de
combustivel nuclear retangular para uma razdo de aspecto igual a 0,5. A TABELA 2
apresenta 0s resultados obtidos para o comportamento transiente da temperatura
dimensional da célula de UO, de mesma razdo de aspecto, considerando-se as
propriedades termofisicas constantes e variaveis. E, finalmente, a TABELA 3 apresenta os
resultados obtidos para as constantes de tempo média e maxima relativas ao presente

problema.
™~
/ \

7 N

Temperatura [K]

1750.0
1680.0
1610.0
1540.0
1470.0
1400.0
1330.0
1260.0
1190.0
— 1120.0
— 1050.0
— 980.0
— 910.0
| 8400 -0.0100
— 770.0
— 700.0

" 1600.0

" 1400.0

[ 1200.0

Temperatura [K]

" 1000.0

" 800.0

-0.0050
0.0000
Y 0.0050

Figura 2. Distribuicdo de temperatura T(x,y) para a célula de combustivel
nuclear de secao transversal retangular para paspec= 0,50 € 7=z,
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Tabela 2. Valores da temperatura para a célula de combustivel de UO3, paspec = 0,50.

t[s]

Propriedades constantes

Propriedades variaveis

Tmax [K] Tmed [K] Tmax [K] Tmax® [K] Tmed [K]

0,02 700,8 700,8 700,8 700,8 700,7
0,03 701,7 701,6 701,6 701,6 701,5
0,05 702,3 702,2 702,4 702,4 702,2
0,08 704,6 704,3 704,0 704,1 703,7
0,11 706,9 706,4 705,6 705,6 705,2
0,16 710,3 709,5 708,0 708,2 707,3
0,32 719,4 717,4 715,8 715,8 714,1
0,47 730,7 726,9 723,5 723,6 720,5
0,79 751,1 743,2 738,8 739,2 732,6
1,11 768,1 756,0 753,9 754,9 743,9
1,58 802,1 780,2 776,0 777,8 759,6
3,17 914,1 850,5 846,2 853,5 804,6
4,75 1020,5 909,0 910,9 925,4 842,0
7,91 1206,3 1001,4 1024,7 1051,4 902,4
11,08 1355,6 1070,1 1121,9 1161,3 950,2
15,83 1521,6 1142,6 1243,5 1296,5 1006,2
31,66 1762,6 1242,9 1510,0 1569,4 1115,2
47,49 1835,8 1272,8 1649,1 1690,3 1164.,4
79,14 1859,1 1282,3 1759,1 1768,2 11975
110,80 1860,6 1282,9 1787,1 1787,8 1204,4
136,13 1861,0 1283,0 1793,1 1793,5 1205,7
139,29 1861,0 1283,0 1793,4 1793,5 1205,7

(1) Resultado obtidos pelo Método de Volumes Finitos com o auxilio do software comercial ANSYS,

Tabela 3. Constantes de tempo para temperatura maxima e média.

Paspec

Tméax

Tméd

0,10
0,20
0,30
0,40
0,50
0,60
0,70
0,80
0,90

0,5210
0,6817
0,9096
1,1908
1,4798
1,6826
1,7277
1,6834
1,6634

0,4774
0,5829
0,7227
0,8964
1,0888
1,2631
1,3784
1,4263
1,4254
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4. CONCLUSOES

A utilizacdo de técnicas hibridas analitico-numéricas para solu¢cdo de problemas
difusivos e difusivo-convectivos tem conquistado a comunidade técnico-cientifica devido a
sua precisdo e ao seu baixo custo computacional quando comparado aos métodos
puramente numéricos. Neste contexto, foi analisado no presente trabalho o problema
difusivo transiente em células de combustivel nuclear retangulares com fontes de geracdo
de calor uniformes e propriedades termofisicas varidveis submetidas a condi¢cbes de
contorno de Dirichlet utilizando a Técnica da Transformada Integral Generalizada (TTIG)
para a solucdo da equacdo da energia. Foi observado que a expansdo que determina o
potencial temperatura apresenta convergéncia lenta no inicio do transiente. Constantes de
tempo definidas em relagdo a temperatura maxima e a temperatura média foram também
calculadas para diversas razdes de aspecto. Finalizando, neste trabalho a TTIG foi aplicada

com sucesso ha obtencao de solucdo de problemas difusivos transientes multidimensionais.
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