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Resumo

Este trabalho apresenta um novo esquema upwind de alta resolug@o construido com base no conceito das curvas de
Bézier que satisfaz diversos critérios de estabilidade no contexto da solu¢cdo numérica de problemas de transporte
dominado por convecg¢do na dindmica dos fluidos computacional. O esquema foi testado resolvendo os problemas da
adveccdo linear e o problema de Burgers viscoso. Os resultados dessas simulacdes sugerem que o esquema proposto
€ uma alternativa atraente para problemas dominados por convec¢do quando comparado com outros esquemas da
literatura.

Palavras-chave

Dinamica dos fluidos « Upwind « Conveccdo » Variavel normalizada

Abstract

This work presents a new high-resolution upwind scheme built based on the concept of Bézier curves that satisfy
critical stability criteria for the numerical solution of transport problems dominated by convection in computational
fluid dynamics. The proposed scheme consists of a piecewise quadratic Bézier curve. The scheme is tested by solving
linear advection problems and the viscous Burger problem. The results of these simulations suggest that the proposed
scheme is an attractive alternative for problems dominated by convection.
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1 Introducao

Muitos problemas da dindmica de fluidos computacional sdio modelados por equagdes diferenciais parciais (EDP)
e uma parte significativa desses problemas é predominantemente dominada por conveccdo. A solucdo numérica

*Este artigo ¢ uma versio estendida do trabalho apresentado no XXVI ENMC Encontro Nacional de Modelagem Computacional e XIV ECTM
Encontro de Ciéncia e Tecnologia de Materiais, ocorridos em Nova Friburgo - RJ, de 25 a 27 de outubro de 2023.
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dessas equacoes depende do tratamento adequado dos termos convectivos, o que em geral é muito desafiador. Es-
quemas upwind de alta ordem tém sido uma alternativa adequada para discretizar termos convectivos de EDPs que
governam problemas de escoamento de fluidos no contexto de métodos de diferengas finitas e volumes finitos [1} 2]
Os principais objetivos desses esquemas sdo manter a estabilidade da solucdo numeérica, ser convergente e resolver
descontinuidades ou choques sem oscilagées numeéricas ou, em casos extremos, com oscilagdes limitadas [3].

Para um esquema numeérico atingir todos os objetivos mencionados acima, uma abordagem comum tem sido
combinar as restricoes do Normalized Variable Diagram (NVD) fornecidas por Leonard [4]] ou limitadores de fluxo [13,
6] com as restricoes Total Variation Diminishing (TVD) de Harten [7]. Outros critérios como o critério Convection
Boundedness Criterion (CBC) proposto por Gaskell e Lau [8] e a condi¢do Boundedness, Accuracy and Interpolative
Reasonability (BAIR) de Wei et al. [9]] e Ping-Li et al. [10] também costumam ser utilizados para se avaliar esses
esquemas numéricos.

Assim, neste trabalho serd apresentado um novo esquema upwind para o termo convectivo baseado nas curvas
quadraticas de Bézier por partes. O esquema serda chamado de PUBICK (do inglés, Piecewise Upwind Bézier Inter-
polation for Convective Kinematics) e é construido de forma a satisfazer as restricbes NVD e TVD, o critério CBC e
também a condicido BAIR.

2 Formulacao de variaveis normalizadas

A Normalized Variable Formulation (NVF) foi proposta por Leonard [4] para obter esquemas convectivos capazes
de resolver gradientes elevados e simultaneamente manter a estabilidade das solu¢des numéricas. Considere as
posicdes D (Downstream), R (Remote-upstream) e U (Upstream) em relacdo a uma face computacional f do esténcil
computacional, conforme ilustrado na Fig. (1} Dentro desse contexto, uma férmula para uma varidvel ¢ escrita na
abordagem de NVF é dada por:

;P —¢r
bp="—, (€]
¢p — ¢r
onde ¢p e Py sdo os valores ndo normalizados da quantidade ¢ nos pontos D e R, respectivamente.
_ U,
R U D
g f

Figura 1: Posi¢des D, R e U em relagdo a face f. O sinal da velocidade vy descreve a direcdo do fluxo.

Outra ferramenta valiosa neste contexto é o diagrama conhecido como NVD, que foi desenvolvido por Leonard [4]
para representar a relaciio entre as variaveis normalizadas ¢ ;e éu. De acordo com Leonard [4]], qualquer esquema
numérico, em geral ndo linear, que é escrito na abordagem NVF e que passa pelos pontos O(0, 0), P(1,1) e Q(0, 5,0, 75)
do NVD (ver Fig.[2)) ¢ de segunda ordem de precisdo. Além disso, se 0 esquema no NVD passar pelo ponto Q com uma
inclinagdo de 0, 75, entdo este caracteriza-se como um esquema preciso de terceira ordem. Leonard [4] aconselha
que para valores de ¢,y menores que 0 ou maiores que 1, deve-se usar o esquema upwind de primeira ordem (FOU),

ou seja, ¢ = ¢y.

3 Derivacao do esquema PUBICK

Nesta se¢do, ¢ apresentada uma nova formulacido de um esquema upwind proposto com base nas curvas de Bézier
(ver [11]]). Este esquema utiliza a curva quadratica de Bézier definida em duas partes, para ¢;; € [0,0,5] e para
éu € [0,5,1]. O esquema satisfaz as condicdes estabelecidas por Leonard [4] no NVD, ou seja, passa pelos pontos
0(0,0), Q(0,5,0,75) e P(1,1) com inclinacdo igual a 0,75 em Q. Além de atender as restricdes TVD, o esquema
também satisfaz os critérios CBC e a condicdo BAIR. A formulacio deste esquema é apresentada a seguir.

Considere <;5U € [0,0,5] e os pontos de controle {(0,0), (uy,7;), (0,5,0,75)}. Entdo, tem-se a seguinte curva
quadratica de Bézier C; dada por:

Ci() = (‘ﬁU(t),ﬁlf(t)) = <2M1t + <% - 2.“1) t2, 2vit + (2 - 27/1) tz) . @)

A curva Cy(t) deve satisfazer as condi¢des de Leonard [4]], logo, deve existir t, € [0, 1] tal que seja possivel resolver

Vetor, Rio Grande, vol. 33, no. 2, pp. 17-23, 2023 18



Esquema PUBICK Oviedo et al.
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Figura 2: Esquemas convectivos no NVD: upwind de primeira ordem (FOU), upwind de segunda ordem (SOU),
diferenca central de segunda ordem (CDS) e upwind de terceira ordem (QUICK).

o0 seguinte sistema:

1
0,5 = 2#11’0 + (E - 2,“]) t§7
3
0,75 = 2wty + (Z - 27;1) 2,
1 (3)
dés
0.75 = dt A+ (3=8v)i
’ déy 4uy + (2= 8ty
dt t=ty

Como a curva de Bézier interpola o ponto de controle final, tem-se que ty = 1, entdo v; = §(2u1 + 1).

Da Eq. ll pode-se expressar ¢; §em funcdo de ¢y, e substituindo o valor de v;, obtém-se que:

r 3

b1y = 1@m 1) {(4#1)(4#1 — Dy + Quy — 1) <2:“1 - \/41“% +2(1 - 4'”1)49‘])} )

Para cﬁU € [0.5,1], usam-se os pontos de controle {(0, 5,0, 75), (u,, V), (1,1)}. Entdo, tem-se a seguinte curva
quadrética de Bézier C,:

Ca0) = ($u(0), 62, 0))
= (% +Quy — Dt + (% - 2#2) t2, 2 + <2v2 - %>t+ (2 - 2v2> t2>. (5)

A curva C,(t) deve satisfazer as condi¢des de Leonard [4]. Entdo, deve existir t, € [0, 1] tal que seja possivel
resolver o seguinte sistema:

_ 1 3 2
05 = >+ —Dig+ (E - 2,u2) 2,
_ 3 _3 7_ 2
075 = >+ <2v2 2) to + (4 2v2) 2,
) (6)
dés
“ar 4y, — 3+ (7 — 8v,)t,
075 = L =2 (7= 8v)ty
doy dpy — 2+ (6 — 8uz)ty
dt lt=t,

.

Novamente, como a curva de Bézier interpola o ponto de controle inicial, tem-se que ty = 0, entdov, = E(ZM +1).
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Da Eq. ll pode-se expressar ¢, gem funcdo de ¢y, e substituindo o valor de v,, obtemos

~ 1

brr = =y oy (W=D~ 6 +4C2 - 31)u)

+(1 - 2u) (1 — 24 + \/ 45 —2+2(3 - 4uz)¢3u)} . (7)

A partir da equacdes Eq. (@) e Eq. (7)), define-se o esquema PUBICK usando a formulagdo de NV, que para bu ¢
[0, 1] utiliza-se o esquema FOU. O esquema PUBICK ¢é dado por:

3

Tan e |G — Doy + 2y — 1) <2M1 - \/ 4u? +2(1 - 4;¢1)<;SU)} , $u €10,0.5],

__r {(4py —3) (5 — 61y + 4(2 = 3u,)by)

e (®)
+1=20) (1= 24+ 48 =2 426 - 4)du )| . du e l05.1]

-
&,’
I

$u, du &l0,1].

Pode-se mostrar que o esquema proposto PUBICK é CBC, TVD e BAIR para y; e u, satisfazendo:
31 15 3
M1€[E,§[ e Mze]z,g]—{z} )
4 Resultados numéricos

4.1 Resolucio da equacio de advecciao linear

A equacdo da adveccdo linear, que governa o transporte de quantidades escalares, ¢ descrita pela seguinte equacdo
diferencial parcial:

ou du

3 + adx =0, (10)
onde a ¢ a velocidade constante, u(x, t) é a variavel de interesse definida no dominio espacial Q = [xg, xg] tal que
t € [0,t5], onde s € o tempo final. Para o teste numérico realizado, o problema da Eq. foi resolvido considerando
a = 1, 0dominio Q = [—1, 1], e uma condicéo inicial suave (ver [12]) dada por

uo(x) = sin* (7). (11)

Condigdes de contorno periodicas no contorno a esquerda em x = x; e a direita em x = xp foram consideradas
para a solucdo numérica [13]]. A solucio exata conhecida [14]] para este problema € dada por u(x, t) = uy(x — at).

Para os experimentos foram adotadas malhas numéricas constituidas por N = {80, 160, 320, 640} células com-
putacionais e espagamentos dados por Ax = 2/N. O tempo final da simulagéo foi considerado como ¢y = 0,5 e 0o
numero de Courant foi escolhido como sendo 0, 001.

A Tabela [1] mostra os erros, bem como as estimativas de precisdo para os esquemas PUBICK, TOPUS [15],
SMART [8]] e o esquema classico FOU [[16]. Pode-se observar que os resultados do esquema PUBICK sdo tdo bons
quanto aqueles dos esquemas TOPUS e SMART. Além disso, pode-se observar na tabela que, com exce¢do do es-
quema FOU, os diferentes esquemas preservaram uma precisdo de segunda ordem quando o erro ¢ medido pela
norma L, (||E||;). Pode-se ver também que o esquema SMART apresenta o menor erro dentre os esquema avaliados
para este problema.

4.2 Resolucio da equacio de Burgers viscosa

Nesta secdo, os resultados numéricos da ordem de convergéncia dos esquemas numéricos para a equacio de Bur-
gers com viscosidade v > 0 sdo apresentados. Foi considerado um caso com solucéo analitica, conforme estudado
por [17]], para realizar o estudo de convergéncia numérica dos esquemas. O problema considerado é dado por

ou ou d2u
— tu— =

3t ax V@ , XeQ= [O, 1] (12)

com as seguintes condicées de contorno
u(0,t) =u(1,t) =0 (13)
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Tabela 1: Equagio de adveccio linear: estudo de convergéncia no dominio Q = [—1,1] com condigdo inicial (Eq.
(11]) suave usando os esquemas PUBICK, TOPUS, SMART e FOU.

erro ordem erro ordem erro ordem
esquema N IE1 11|y IIEI|2 IE|| IE] oo IE | oo
PUBICK 80 1,579x1072 — 2,000x1072 — 3,751x1072 —

160  4,113x1073 1,941 6,174x1073 1,696 1,448x107%2 1,374
320 1,031x1073 1,996 1,846x1073 1,742  5475x1073 1,403
640 2,558x10™* 2,011 5457x10™% 1,759  2,046x1073 1,420
TOPUS 80 2,321 X102 — 2,830 X102 — 4,643 X102 —
160 5,839 x10~3 1,991 8,718 x10~®> 1,699 1,818 x10~2 1,353
320 1,447 x1073 2,013 2,576 x10~3 1,759 6,880 X103 1,402
640 3,461 x10~* 2,064 7,475%x107* 1,785 2,560 x1073 1,426
SMART 80 9,810x1073 — 1,051%x1072 — 1,962x1072 —
160 2,524x1073 1,959  2,990x10~3® 1,814 6,660x1073 1,559
320 6,349x10™* 1,991 8,696x10~* 1,782  2,320x10~3 1,521
640 1,582x10~* 2,005 2,572x10™* 1,757 9,500x10~* 1,288
FOU 80  2,180x107! — 1,820x107! — 1,873%107! —
160 1,209x10~1 0,851 1,024x10°! 0,829 1,066x10"! 0,814
320 6,397x1072 0,918 5476x107% 0,903 5,718x107% 0,898
640 3,295x107%2 0,957 2,838x1072 0,948  2,966X1072 0,947

e uma condic¢do inicial suave
u(x,0) = sin (7x), (14)

tal que a solucdo exata da série de Fourier (ver [17]) é dada por

Z;o:l a, exp (—n?m?vt)n sin (nrx)

u(x,t) = 2wy — , (15)
ag + 2,_; Gn €xXp (—n2m2vt)n cos (nx)
onde os coeficientes sdo

1

ap = f exp {—(27v)~1[1 — cos (7x)]}dx, (16)

0
1

a, = 2/ exp {—(27v)7[1 — cos (7x)]} cos (nmx)dx, (n=1,2,3,..). 17)

0

O estudo de convergéncia foi feito considerando malhas com espacamentos dados por Ax = 1/N, onde N =
{32, 64,128,256} foi realizado para avaliar o esquema PUBICK e compara-lo com os métodos TOPUS, SMART e
FOU.

As simulacoes foram realizadas com nimero de Courant 0,001, v = 0,1 e tempo final t; = 0,8. A solugdo exata
dada por Eq. foi calculada usando integracio numeérica e um total de n = 100 termos para garantir precisio
numérica suficiente nos resultados.

Os resultados do estudo de convergéncia sdo apresentados na Tabela[2} Os resultados mostram que os esquemas
PUBICK, TOPUS e SMART alcangaram precisdo de segunda ordem, enquanto FOU alcancou precisdo de primeira
ordem, conforme esperado. Além disso, pode-se notar que para este problema nio linear e mais desafiador do ponto
de vista de solucdo numeérica, os menores erros foram obtidos com o esquema PUBICK para a escolha u; = % e

5

M2 =
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Tabela 2: Resolucdo da equacdo de Burgers viscosa: estudo de convergéncia dos esquemas upwind.

erro ordem erro ordem erro ordem
Esquema N IE] IE]y IE||2 IE||2 IE|| oo IIE|| oo
PUBICK 32 9,185x107* — 1,058x1073 — 1,492x1073 —

64 2,663x107% 1,786  3,047x107* 1,796  4,138x10™* 1,850
128 7,351x107> 1,857 8,357x107> 1,866  1,102x10~* 1,908
256  1,992x107> 1,883 2,257x107> 1,888  2,925x107° 1,914
TOPUS 32 1,029x1073 — 1,148x1073 — 1,553x1073 —
64 2,878x107% 1,838  3,223x107™* 1,833 4,229x10™* 1,876
128 7,708x107> 1,901  8,650x107> 1,898  1,116x10~* 1,922
256  2,048x107° 1,912 2,303x107> 1,909  2,943x107° 1,923
SMART 32 1,212x1073 — 1,363x1073 — 1,736x1073 —
64 3,130x107* 1,953  3,520x107* 1,953 4,487x10™* 1,952
128 8,042x107> 1,961 9,040x107> 1,961 1,149x10™* 1,965
256  2,090x107° 1,944 2,352x107> 1,942  2,984x107° 1,945
FOU 32 1,119x1072 — 1,338x1072 — 1,803x1072 —
64 5,965x1073 0,908 7,181x10~3 0,898 9,641x1073 0,903
128 3,077x1073 0,955 3,713x1073 0,951 4,976x10~3 0,954
256 1,562x1073 0,978 1,887x1073 0,976 2,528x1073 0,977

5 Conclusoes

Este trabalho apresentou um novo esquema upwind, denominado esquema PUBICK, para a aproximacgdo do termo
convectivo em problemas da dinidmica dos fluidos computacional. O esquema proposto satisfaz importantes crité-
rios desejaveis de solugdo, tais como as condi¢cdes BAIR, CBC e TVD. O esquema foi comparado com o esquema
TOPUS e SMART, consolidados na literatura, testando-o na equacio de adveccdo linear, onde se vé que o esquema
apresenta um erro menor do que o esquema TOPUS. Também foi testado na equagdo de Burgers, onde se constatou
que os resultados do PUBICK sio melhores que os do TOPUS e do SMART, este ultimo sendo um esquema bem
popular e utilizado na literatura. O novo esquema PUBICK parece ser uma estratégia promissora para lidar com
problemas desafiadores de fluxo de fluidos, especialmente problemas néo lineares como a equacio de Burgers. No
futuro, propde-se apresentar a andlise completa que mostra que o esquema satisfaz as condicoes de estabilidade
mencionadas assim como aplicar o esquema PUBICK para resolver problemas mais complexos.
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