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RESUMO

Egte atigo tem como objetivo mostrar que podemos congtruir um modeo para as equagdes de
Lorenz utilizando STELLA (acrbnimo para “Structurd Thinking Learning Laboratory with
Animation”), sendo possivd levar a discussfo desta dindmica complexa, que gera regides de
turbuléncia ou caos determinidtico, aos dunos de nivel universt&io basico. O artigo modra a
posshilidade da construgdo de Smuladores no STELLA para o trabdho no modo exploratdrio
com os dunos Sho exploradas as condigbes paa se obter o comportamento dindmico
conhecido como Atrator de Lorenz.
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ABSTRACT
This aticle shows tha we can condruct a modd for the Lorenz eguations usng STELLA

(acronym for Structurd Thinking Learning Laboratory with Animaion), being posshle to
discuss this complex dynamics wiich generaes turbulence regions or determinigtic chaos,
with basc universty levd dudents. The atice shows the posshility of the condruction of
STELLA smulaors for working in an exploratory way. The conditions to get the dynamic
behavior known asLorenz Atractor are explored.

KEY WORDS: Atractor, Lorenz, Turbulence, Chaos, Smulator, STELLA.

1- INTRODUCAO

STELLA é acrdnimo para "Sructurd Thinking Experimentd  Learning Laboratory
with Animation" (Wadlis J, Chichakly, K., Peers S, & Richmond B., 1985, 1987, 1988,
199098, 2000, 2001 [11, 12]) que pode ser traduzido como: Laboradrio de Aprendizagem
Experimentd com Animecido paa 0 Pensamento Sstémico. Como STELLA pemite o
trabdho com divesss vaidves de forma integrada, potencidizando o Pensamento
Sigémicd, as dividades diddicas que tem como base o programa podem contribuir com a
condrucdo de uma Diddica Sgémica Uma versio demondrativa do STELLA 9 poderd ser
obtida em _http://Awww.iseesygtems.conv.

O us de computedores, com a utilizagdo de feramentas de moddagem como
STELLA, oportuniza a condrugdo do conhecimento individud ou coletivo, permitindo assm
gue o duno eriguesa a sua gorendizagem. O potencid do STELLA para 0 ensno da Fisca
foi evidenciado por Kurtz dos Santos e. d. (2000) [8]. Recentemente, por exemplo,
Rampindli, e Fearadoli (2006) [10] descrevem um edudo sobre a utilizagdo da moddagem
computaciond  quartitativa, com o programa STELLA, por dunos universtaios no estudo do
topico de Fisca sobre Colisdes como edratégia de integracdo da tecnologia da informéica ao
gprendizado exploratorio em Ciéncias.

5 Eum paradigma, linguagem, méodo e conjunto de tecnologias para condruir e compartilhar o entendimento

sobre coisas e processos feltos de relagBes interdependentes. A ferramenta STELLA, com sua respectiva
metéfora, pode representar model os mentais que foram desenvolvidos utilizando esse paradigma.
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A modelagem € o proceso de estabdecer rdagbes entre entidades importantes de um
ssema Para cada modelador exige um moddo mentd bésico (a visso ou imagem que o
moddador tem do ddema red) a patir do qud é condruido um moddo especifico
smplificado (sobre moddos mentais vga Kurtz dos Santos, 2004 [9]). Ao expeaimentar com
ese moddo dmplificado desga-se aumentar 0 entendimento do modelo base e também do
sdema red caracterizado por esse moddo. Um modeo deve ser condruido sdecionando-se o
menor subconjunto de vaidvels que descrevem adequadamente o dstema red. A habilidade
em moddagem depende de experiéncia, conhecimento, intuicdo, julgamento, percepcdo e
imaginecdo. A condrugdo de um moddo € baseada num modo especifico de olhar para o
objeto, id0 € para a redidade Um moddo computaciond é um mundo atificid, um objeto
de andli 2 diponive para exploracéo.

Conforme Kurtz dos Santos (1995) [7] exigem dois modos digintos mas
complementares, de s utilizar uma ferramenta computaciond. S0 des o exploradrio e o
expressvo. No modo exploratdrio, 0 estudante explora um moddo ja colocado no
computador, como uma smulagdo. Nese caso de explora as representagies desenvolvidas
pelos professores ou pesquisadores, que podem ser didtintas de suas proprias representacoes.
No modo expressvo, 0 edudante deservolve seus moddos, apresentando Suas proprias
representacies da “redidade’ que estd sendo modelada.

O atigpo modra a posshilidade da condrugdo de Smuladores no STELLA paa o
trabadho no modo exploratdrio com os dunos de nive universtd&io bésco. Sfo exploradas as
condigdes para se obter 0 comportamento dindmico conhecido como Atrator de Lorenz.

2- O PROBLEMA FisICcO
Segundo Dorfler & Becker (1989) [1], Lorenz em 1963 descreveu uma familia de trés
equacles diferenciai's particulares com parametros a, b, C:

X =ay-Xx
y=b*xX -y —x*z ()]
Z =x*y—c*z

Nesse grupo de equagies X' representa dx/dt; y', dy/dt e Z', dz/dt — as respectivas taxas
de variacéo tempord.

Lorenz condderou 0 conjunto de equagbes como uma explicacdo raciond para o
fendbmeno da imprevishilidade do dima na Meeorologia A idda do moddo é a sguinte a
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Terra é aguecida pdo Sol. Pate da energia recebida pea superficie da Tera é absorvida e
aguece a pate baixa da amosfera Na pate de cima, a amosfera é redfriada por radiacéo
paa 0 epaco. As camadas aguecidas mas baixas do a, tendem a subir, e as mas frias
tendem a descar. Esse problema de trangporte, com camadas oscilantes de ar frio e quente,
poderd conduzir a0 comportamento turbulento da atmosfera

Becker & Dorfler (1989) [1] condderam que embora esse moddo smples ndo sga
cgpaz de explicar a termodindmica complexa e oS mecanismos que acontecem na amosfera,
€le estabelece dois pontos:

- ilustraaimpossbilidade bésica da predicéo do dimacom predisto e

- reforca a esperanca de que comportamentos muito complexos possam tavez ser

entendidos atraves de model os mateméaticos Smples.

Essas equaghes agoresentam  solugbes muito  complicadas. As  conex0es e as
dependéncias dos padmetros poderdo s ducidades somente araves de méodos
computacionas gréficos.

Froyland (1992) [4] dirmou que 0 moddo de Lorenz foi origindmente condruido a0
truncar-s2 a expansio de Fourier das equacies de Navier-Stokes. Bergé (1984) [2] demonstra
que 0 moddo de Lorenz € obtido a partir das equaghes que descrevem o fenbmeno convectivo
gue acopla a velocidade v de um demento de fluido a sua perturbagdo na temperatura  As
equacies S0 derivadas ao consderar-se 0 bdango locd de momento (equecéo de Navier-
Stokes), de massa (equacio da continuidade), e de cdor®. O moddo de Lorenz tornou-se um
tipo de laboratdrio, pois contém de modo sSmples muitos dos aspectos fundamentas dos
modelos ndo lineares. Em particular gpresenta regides de turbuléncia ou caos deterministico.

As mesmas equagbes do movimento (1) sfo goresentadas por Froyland (1992) [4]

como:
X =-6(x-)
y'=(-2"x-y @
Z =x*y— b*z

onde X, y e z so funghes reais do tempo e 6, r e b par@metros reais positivos,
equivaentes aos pardmetros @, b e ¢ definidos por Becker & Dorfler (1989) [1].

* Detalhes da demonstracdo da obtencdo das equagdes de Lorenz poderdo ser obtidos em Berge (1984).
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O pardmetro 6 é o ndmero de Prandtl, uma quantidade adimensond que depende da
natureza do fluido e, em menor extensdo, de sua temperatura. Para a &gua seu vaor é entre 5 e
10. Para certos dleos de slicone 6 é maior do que 100.

O paédmetro r € o nimero de Rayleigh e eda diretamente reacionado a temperatura
Ao vaia-s a diferenca de temperatura aplicada pode-se modificar a importéncia relaiva dos
efeitos néo lineares.

A maor parte dos experimentos numéricos tem Sdo redizada fixando-se 6 =10 eb =
8/3, peamitindo que o nimeo r de Raylegh sga 0 Unico paametro a s vaiado. Nesse
atigo também seguiremos essa pratica, embora nosso Smulador (vgla na seqiiéncia) permitird

que todos 0s parametros e vaores inicials possam ser variados.

3- CONSTRUCAO DO MODELO E DO SIMULADOR

Como um dos objetivos do atigo € a congdrucdo em STELLA do moddo para &s
equaches de Lorenz passaremos imedistamente para congtrugdo, deixando a andise do
comportamento dinamico para a seqiiéncia do texto.

A HFHgura 1 mogra como 0 moddo deve s condruido, i0 € 0 conjunto primitivo
tendo como base um nivel x e sua taxa tx correspondente. A taxa tx tende a colocar “&gud’ no
tanque x (sobre os Principios de Sistemas de Forrester, nos quais o funcionamerto do
STELLA é baseado, vga Kurtz dos Santos et. d., 2000 [8]). Poderiormente é na caixa de
didogo da definicéo da taxa que se define o fluxo como BIFLOW.

Na Figura 2 goresentamos o modeo em STELLA. Note que as taxas devem s
congruidas como “chegando” aos nives (Figura 2). Ido é da taxa paa o nivel devendo,
poderiormente, s definides como BIFLOW (fluxo duplo). Cabe condderar que 0 modeo
STELLA representa diretamente 0 conjunto de equagbes (2), uma vez que noso objetivo
maior € a construz2o de um sSmuleador didatico.

QI g S—

Fgura 1 — Modo como deve ser congruido inicidmente 0 par taxa e nivel, deixando para depois a definicdo de

tx como BIFLOW. O mesmo deveraser feito paray ez
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x

Fgura 2 — Moddo em STELLA para as equagbes de Lorenz. Note que foram criades as taxas tx, ty e tz. As
taxas devem ser escolhidas como “BIFLOW’ e os tanques devem poder ser negaivos, opgdo desmarcada na

caixadedidogo.

A representaco da Figura 2 permite que 0 conjunto de equagbes goresentado na
Tabda 1 possa ser trabdhado de modo semiquantitativo aravés do diagrama de taxas e
niveis E possivd levar 0 duno ao entendimento do conjunto de equagbes de forma visud e
intuitiva, sem necesstar o conhecimento de Caculo Diferencid e Integrd. Esse trabaho pode
ser complementado com o uso de Smuladores, como sera visto a seguir.

Imagine tanques e torneiras nos lugares das taxas e niveis. Os tanques corresponderdo
aos niveis de x, y e z. As torndras correponderéo & taxas tx, ty e tz. A descrigdo
semiquantitativa das influéncias podera ser gpresentada do seguinte modo:

- atorndra do tanque x € influenciada postivamente pelo tanque y (regula sua acéo em
funcdo da informacdo sobre o vador do nivel de y), e negativamente por seu préprio
vaor x (regula sua acdo em funcdo da informacdo sobre o vaor de seu proprio nive
X);

- atornera do tanque z € influenciada podtivamente pelo tanque y e negaivamente por
Seu proprio vdor z;

- a torneira do tanque y € influenciada postivamente peo tanque X, negativamente pelo
proprio tanque 'y, e negaivamente, Smultaneamente, pelos tanques x e z.
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As equacbes do moddo da Fgura 1, comentedas, no STELLA, na Tabda 1, o as

seguintes:

Tabdal —Equagbesno STELLA parao moddo daFigura 1.

X(t) = x(t- df) + (tx) * dt Vdor aud de x(t) é o vaor anterior x (t-dt)
mas (X)*dt que é o quanto X vaiou no
intervdo de tempo dt. Corresponde a
integracéo da taxa tx.

INITx=1 Vdorinicd dex.

tXx=-s(X-Y) Taxadex.

y(t) = y(t- o) + (ty) * dt Vdor aud de y(t) € o vdor anterior y (t-dt)
mas (ty)*dt que é o quanto y vaiou no
intervdo de tempo dt. Correponde a
integracéo da taxarty.

INITy=1 Vdorinicid dey.

ty=(r-2*x-y Taxadey.

Z(t) = z(t- dt) + (t2) * dt Vdor aud de z(t) € o vador anterior z (t-dt)
mas (2*dt que é o quato z vaiou no
intervdo de tempo dt. Coresponde a
integracéo da taxatz.

INITz=1 Vdorinicid dez

tz=x*y - b*z Taxadez

b=28/3 Vdor do parametro b.

r=28 Vdor do parémetrorr.

s=10 Vdor do parametro s representando sgma.

Procure comparar as equagOes da Tabda 1 com o modedo da Figura 2 e com as
equacies (2) de Lorenz colocadas no inicio da secdo. Néo se preocupe com os simbolos no
meio dos nives e dos conversores enquanto ediver deservolvendo seu moddo. Egtes
gpareceréo somente quando da consirugéo de smuladoresno STELLA.

Ao executar seu modelo vocé podera solicitar gréficos da evolucdo tempord das
vaiaves X, y e z, bem como diagramas de fae X versus y, X versus z e y versus z. Congdere
dt igud a 0.01 e o tempo méximo de smulacdo igud a 30. Ao executar 0 modelo vocé obtera
gréficos como o da Fgura 3, que modra que a evolugdo tempord de X exibe a gparéncia
irregular do comportamento cadtico.
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Figura 3 — Comportamento dindmico de x para as equagOes de Lorenz. Note a evolugdo desordenada & vezes

emtorno deum vaor (no exoy) e outras em torno de outro.

O comportamento dindmico da Figura 03 modra uma S&ie tempord da vaidvd X,
onde podemos obsarvar como a trgetdria se move ao redor de um ponto fixo e logo passa
paa O outro, e assim sucessivamente, sem tender nunca a um comportamento previsive a

longo prazo.
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Figura 4 — Tragetdrias no espaco de fase, respectivamente, z versus X e z versus y  para as equagdes de Lorenz,

paraocasndeb=8/3,r=28es=10.

Ao lictarmos os espagos de fase (Figura 4), escolhendo gréficos do tipo Scatter,
definidos par a par, veificanos que o  ponto na tela circula primero em torno de um dos
pontos fixaos no qud a forma de dois I6bulos = desenvolve. Repentinamente muda para o
outro lado, caminha, desenhando sua linha em torno do outro  ponto fixo e retorna
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novamente, para contornar 0 primero ponto fixo. O comportamento do caminho seguido no
espaco de fase, em particular a mudanca de um lobulo para 0 outro € dgo que ndo podemaos
predizer nos ingtantes que seguem.

Clack (1988) [3] conddera que um ponto  movendo-se ao longo de sua trgetdria no
espaco de fase, em torno de eos iludra a lenta e cadtica rotacdo de um fluido modelado pelas
trés equaches para a convecgdo de Lorenz. Devido ao fato de o ssema ter trés varidveis
independentes, esse arator encontrase no espaco tri-dimensond. Um tipo de espird dupla,
coOmo um pa de asss de borboleta (Figura 4). Quando o aumento do cdor empurra o fluido
em uma direcéo, a trgetdria permanece na asa direita: quando 0 movimento para e é revertido,
a trgjetéria atravessa para a outra asa. O drator € ndo periddico. Toda a trgetoria segue um
caminho nese arator, porén o caminho concreto seguido é imprevisivd, e muito ingave. A
trgetéria dobrase sobre S mesma de um modo muito complexo. Parece que a curva corta a $
mesma muitas vezes, porém isso € consegléncia de ¢ modrar 0 diagrama de fae
tridimesond somente em duas dimensdes De faio, as les da mecénica impedem que uma
trgjetoriano espaco de fase corte as mesma, por maior que dasga

A Hgura 5 modra um Smulador que pode ser condruido com os objetos disponivels
no menu do STELLA (vga o topo da Fgura). Tendo como base o moddo da Figura 1, foi
possivdl condruir ese Smulador, que pode ser acionado dravés dos botbes de dlicar,
dedizantes e de radio. Com os botdes dedizantes podemos definir as congtantes s, b, r. Com
os botbes de rédio podemos definir os vaores iniciais dos nivels x, y e z Foram definidos
botGes para iniciar e parar a Smulacdo bem como diagramas causais que servem de base para
0 moddo. Gré&icos de evolucio tempord e diagrames de fase podem s observados
diretamente no smulador. A mudanca das condigdes inicias pode ser feita de modo intuitivo
nos botbes observando e comparando as saidas gréficas.
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Figura5—Smulador paraasequagbesdeLorenz no STELLA.

O usu&io é livre para condruir sau Smulador, e ese € goenas um possivel exemplo.
Evidentemente podemos condruir dmuladores para quasquer moddos  desenvolvidos com
STELLA.

Os smuladores permitem o trabaho no modo exploradrio (Kurtz dos Santos, A. C. &
d, 1993 [6] e Kurtz dos Santos, 1995 [7]) com a imediata comparacdo dos comportamentos
dinémicos para diferentes congtantes e va ores iniciais definidos no modelo.

As Fguras a seguir, mostram, respectivamente, 0 espago de fase para vaores digtintos
de r mantendo-se s = 10 e b = 8/3. Esses comportamentos poderdo ser trabalhados com os
duncs, no modo exploratdrio. O sSmulador permite que diversss variagbes possam  ser
visudizadas, néo gpenas as agui trabahadas.

Na Fgura 6, paa r = 1356, temos uma Orbita goenas em torno de um dos pontos

fixos.

Figura6— Espaco defase no STELLA considerandor = 13.56, s=10eb=8/3.
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Uma andise da evolugdo tempord dos nivels permite verificar que ha uma busca por
objetivo com o passar do tempo.

Aumentando-se o r para 24.06, a Orbita tende a se concentrar mais proxima de um
dos pontos fixos, gpresentando  caracteristica semelhante aanterior (Figura 7).

" ;
.-\.«.-.-u«.-{«.-.-\.v P oo -\.-.-\.-\.-i

Figura7— Espaco defase no STELLA consderandor =24.06, s=10eb=8/3.

O aumento de r para 27.74 leva a uma hifurcaci de Hopf. A Orbita se gproxima cada
vez mas do ponto e pede a edabilidade, passando para 0 outro lado (Figura 8). Segundo
Bergé (1984) [2] para vdores baixos de r as solugbes estavels B0 estacion&ias. Quando r
excede 24.74 as trgetdrias projetadas no plano Y, Z tornamse érbitas irregulares em torno de
pontos que s2o fixos eingaveis do fluido.

Figura8—Atrator de Lorenz no STELLA considerandor =27.74, s=10eb=8/3.

Com 0 aumento de r para 28 a Orbita da Figura 9 mantém as mesmas caracterigticas
da anterior e fica semdhante a da Figura 4. Nesse caso obsarvase um comportamento
dinémico semehante a0 daFgura 3.

Segundo Bergé (1984) [2] o arator associado com um regime cadtico é um atrator
estranho. Egte foi, de fato, o primero arator edranho descoberto e estudado. O araor de

Lorenz néo € uma superficie smples, umavez que sua dimenséo fractd € 2, 06.
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Figura9— Atrator de Lorenz no STELLA considerandor =28, s=10eb=8/3.

Com o0 amento de r para vaores anda maores 1635 e 500, respectivamente,
encontramos  Orbites Smilares, muitas destas tornamse estévels como as das Fguras 10 e 11,

embora com um ndmero menor de voltas em torno dos pontos fixos.

vvvvvvvvvvvvv E.-\.-\.-.-\..-\.-\.-.-\.-\.- e

Fgurall —Espaco defase no STELLA condderandor =500, s=10eb=8/3.

4- CONCLUSAO

Vemos que € possived com a utilizagdo do STELLA o edtudo, aravés de smuladores,
de dsemas tdo complexos quanto as equagdbes de Lorenz. Com o0 exemplo agqui gpresentado
podemos perceber que s= pode trabdhar de modo intuitivo com aividades que seriam

impossives de serem trabdhadas matematicamente com os dunos do nivd  universtaio
basico.
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Com a congtrucéo de seu préprio Smulador vocé sera capaz de fazer diversos testes e
obter muitos comportamentos dindmicos interessantes  Condrua Sseu  proprio Smulador e
explore todas as possibilidades. Surpreenda-se!

Vocé poded obter uma vesio de demondracdo do STELLA 9 em
http:/www.iseesystems.cony. E uma versio complela que nd possibilita sdvar os moddos
mas pode ser utilizada em todo seu potencid.

Serd possive, também, observar adguns Applets escritos em JAVA sobre o draor de

Lorenz. Apenas como exemplo duas referéncias interessantes B0 agui  apresentadas. A
primera € o “The Geomery Center — Center for the Computation and Visdization of
Geometric Structures’ do “Universty of Minnesota Science and Technology Center” no
endereco: http:/Amww.geom.umn.edu/~worfolk/apps/L orenz/. A segunda a
http:/Amwww fiscafurg.brfiscal/amular/Atract.htm  encontrase em pé&gina do Depatamento
de FiscadaFURG.
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